TD 2 2025-2026

AP3

TD 2
Traitement du Signal

Solutionnaire

Objectifs
e Calculs de transformées de Fourier de fonctions usuelles
 Utilisation des propriétés de la transformée de Fourier
Rappel
e Définition de la transformée de Fourier directe et inverse
TF o —i2nft
x(t) —— TF[x(t)]=X(f) = x(t)e dt

TE1

x() =, TF‘l[X(f)]=x(t)=J X(f)erI g

% Dérivation par rapport au temps :

T T lianfyx(s)

% Dualité :
x(t) & X(f) alors X(t) < x(—f)

% Transformée de Fourier d’un peigne de Dirac :

too +00 k
x(t)= ) 8(t—kT) P x(f) = Y %5( _T)
k=—c0 k=—00

% Quelques transformées de Fourier utiles

et 5(f - fy)
S(t—ty) ———s ei2nfto

* Théoréeme de Plancherel -
(convolution) x(t)*y(t) —— X(f).Y(f) (multiplication)

(multiplication) x(t).y(t) EILLEN X(f)*Y(f) (convolution)

¢ Formule d’Euler , ‘

(elir e—zx)
2

(eix_ e—ix)
2

cos(x)

sin(x) =

JNiA 1seN
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W Exercice 1

Soit le signal x(t) représenté sur la figure 1 suivante :

temps (msec)

Ficure 1 — Représentation du signal x(t).

1. Justifier pourquoi la transformée de Fourier de x(t) existe.

2. Sans calculer explicitement la transformée de Fourier de x(¢),

(a) Trouver X(0)
(b) Calculer [*X(f)df
(c) Calculer [* X (f)e?™fdf

(d) Calculer [~ |X(f)I?df

Réponse Q1 :

Pour qu’une TF existe, I’énergie du signal doit étre finie : E = f:: |x(t)|?dt < co.
Le signal est < borné > en temps, son amplitude est finie, son énergie est donc
finie.

= la TF existe.

Réponse Q2:
(a) X(0)=X(f =0)= [ x(t)e 2 =0tdt = ["Zx(t)dt =2
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(b)
()

X(f)af =[5 X(fle
SX(ferdf = [[TX(fe
(d) Utilisation du théoréeme de Parseval (I’énergie ne dépend pas de la
représentation) :

|2df J‘+oo

SR o ol = ) =1
+i27'cf(t:1)df =

Le signal x(t) peut étre décrit sous la forme :

. . +o00
Nous pouvons ainsi calculer E = f_oo

1 2 3
2 2 132 2
(t+1) dt+J;(1 t) dt+£ (t—1) dt+J;(3 t)- dt

JNiA 1seN

t+1,

t—1,
3-t,
0,

si—1<t<0,
si0<t<1,

sil<t<2,
3

x(£)2dt -

x(t=1)=

t)|?dt
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e Exercice 2

Soient les signaux :

x1(1) sinc(8n103t)*H[_3,75.10_4; 3,75.104]

x5(t)

sinc (76711 03t) * H[—2,63.10_5; 2,63.1075]
ou le signe < * > correspond a l'operation de convolution.

Nous souhaitons calculer la transformée de x;(t) et de x,(t), pour cela nous allons
décomposer ce calcul par étapes.

1. Calculer et représenter la transformée de Fourier d’une porte centrée I1_7; 7] de
deux manieres différentes ( (a) calcul direct en utilisant la définition de la TF et
(b) en utilisant des propriétés de la TF).

2. Calculer et représenter la transformée de Fourier d’un sinus cardinal sinc(27 fyt).

3. Déduire les transformées de Fourier (spectres) de x;(t) et de x,(t) et les représenter.

4. On crée ensuite le signal :
x(t) = xp (£43,75.1074) + x5 (£ - 2,63.107°)

que l'on place en entrée d’un filtre de réponse impulsionnelle :

+00

h(t) = Z 5(t-8,026.107k)

k=—00

Calculer et représenter la sortie y(t) du filtre.

5. Sil’on place uniquement x;(t) en entrée du filtre h(t). Déterminer et représenter
le spectre de la sortie du filtre.

Réponse Q1 :

(a) Calcul direct de la TF d’une porte centrée :

A, st —-T<t<T, A

_7,7)(t) = {

0, sinon. s = St
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+00
TF [H[—T; T](t)] = j H[—T; T]e_lznftdt

= J‘+TAe_i2”ftdt =A [e_lznft .
i —i2nf |
B Ae+i2nfT _e—i27sz _ Asin(2T7zf)
i2nf nf
_ 2T « Asin(2Tnf) 2T Asin(2Tmcf)
2T nf 2Trf
= 2TAsinc(2Trf)

(b) Calcul en utilisant des propriétés de la TF pour une porte centrée :

propriété de dérivation : TF [x(t)] = TF [d;’t‘,(,t)] (i271f)"

T Tt T Tt

AL

A, si—-T<t«<T,
x(t) =
0, sinon.

Apres dérivation en fonction du temps :

A, sit=-T,
#(t) = AS(t+T) - AS(t—T) =
A, sit=T.

TE[#(t)] = TF[AS(t+T)| - TE[AS(t—T)]
Ae+i27'[fT _Ae—iZTIfT

. 1 A eti2nfT _ o—i2nfT
TFIx(O] = TFIO] 7 = e
A 2T sin(2rcf T)
= ﬁsm(anT) X o = 2TA 27T
= 2TAsinc(2Trf)
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Rappel sur le sinus cardinal (sinc)

b e sinc(0)=1
sinc(2rtfT)=07?
< la fonction sinus s’annule tous les “7tk”
| > — 27t f T = k < la fonction sinc
#/E ° RUE® s’annuleenf:%

Réponse Q2:
* TF d’un sinus cardinal sinc(27 fyt) :
En utilisant la propriété de dualité de la TF :
TF[x(t)] = X(f) alors TF [X(t)] = x(—f)
et connaissant :
TE[x(t)] = X(f)
TF[Mir,7y(t)] = 2TAsinc(2Tnf),
il reste a déduire TF[X(t)] = x(~f). A partir de X(f), définissons X (t) :
Domaine. }m}w}u}) Domaine ’femrorJ

X(X) = JTA dinc érrg) X{é) = ZpA sinc (zrjot)

zTh T 2TA
f— ) t ' { )S /\ /\\t
g C D\ 2 2 0 \/z 3
v T VIT & AV j W% i

TF[2fyA sinc(2fymt)] = AH[—fo; fo](_f) = AH[—foi fo](f) (car H[—f(); fo) €st paire)

d
—¢

'Jn Jo
\4 LY
pALﬁW dl- fcrrt : Z&‘n

Une autre méthode pour prouver ce résultat est de partir d’'un porte centrée
d’amplitude A dans le domaine fréquentiel : ITj_¢. ¢1(f) et de calculer sa trans-
formée de Fourier inverse (par le calcul de l'intégrale) :

- +i2mft +ho +i2mft
f H[*fo; fo](f)e l df = Jf Ae™ af =..
- —fo

o

Donc

N\.\

TF[sinc(2fynt)] = zifoﬂ[-fo; W)

TF [H[*foi fo](f)]

= 2fyAsinc(2m fyt)
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Donc TF [sinc(2fymct)] = %foH[ffo; 1)

Resume
Domaue ’remrofej Domaine. ykrm/ hbo
F'
1 T eTh T
A TF[A T g (O] = 2TA dinc (erfr)
—
=T 1‘>t’ Q,F-4 T [ o \ /.
& | T T = T
,‘Cﬂ%w& de Jﬂy 1 TFJ [ZTA Aine (Z’T%T)] =A TE“',f] (t\
A ’FF T
. A A
TF [ A s ept)] 5 Ty 2]
— [
/\ | A\ b ] )
I 1 Z - -1 = Yo Jo
th\J1} 7V i TF A
S [};— ] ({)] = Ak (2ft) &,w de ;m;f& : lt}
Réponse Q3:
x1(t) = Agsinc(2mfit) Iy, 4 )(2)

xot) = Agsinc(2mfot) 1y, 1) (1)
avec f{ =4kHz; f, =38 kHz; t; = 3,75.107%s; ty=2,63.107s;A; =A,=1.

Théoréme de Plancherel :

TE[x(t)*p(t)] = TF[x(t)] TF[p(¢)]
TF[x(t).y(t)] = TE[x(t)]=TFy(1)] =

X(f)-Y(f)
X(f)=Y(f)

TF[x(t)] = TF[Agsinc(2nfit)].TF [Ty, p)(8)]
141_

_ fltlﬂ[_fl;fl](f).sinc(antl)

TF[x,(t)] = TF[A,sinc(2nfot)].TF [H[_tz; tz](t)]

Ayt .
= %H[_ﬁ; £(f).sinc(2rft,)

JWNiR 1seN
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Reﬁf&wﬂhon: {4 = 42“& n -Z—; = 26} /gﬂé

fo- st hte L - 3802 b
Lt
A‘}“ T , [ p)
b X2 ({1}
AR R
it Jﬁ. L 'Z%:’x"
tte
Réponse Q4 :
x(t) = xq(t+1)+x(t— 1)
+oo +00
ht) = Zé(t—8,026.10‘4k): Zé(t—t3k)
k=—co k=-c0

y(t) = x(t)*h(t) = x1 (¢ + ;) = h(t) + x5(t = ) = h(t)

+00

= Z[5(t—t3k)>ex1(t+t1)+5(t—t3k)*x2(t—t2)]
k=—c0

= i [xl(t+t1 —t3k)+x2(t_t2_t3k)]
k=—c0

= y(t) est la périodisation de x; et x;

Réponse Q5:
TF d’un peigne de Dirac :

- =1 k
TF k;oé(t—kT) :k;jé( _T)
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h(t) = x,(t)
H(f).X1(f)

+00

Z S(t —kt)

k=—00

S
> =
Il Il

TF

Xi(f)

+00 k

Y LS - X ()

t3 t3

k=—c0

= La périodisation du signal temporel AL 0 X1 (X)

revient a faire un "5; ..........
échantillonnage du spectre, et a ne / \

prendre qu’une valeur tous les % Hz.

(Attention : un facteur % doit aussi étre 4'/1-\1 _|{l , \ /I}) K
appliqué sur U'amplitude (non représenté w0
ici))
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