TD 3 2025-2026 AP3

TD 3
Traitement du Signal

Solutionnaire
Objectifs

* Calculs de transformées de Fourier de fonctions usuelles
 Utilisation des propriétés de la transformée de Fourier
* Effet sur le spectre d’un échantillonnage

Rappel

* Quelques transformées de Fourier utiles

x(t)= Y (t-nT) —— X(f)= Z%a( —ﬁ)
Ph s 5(f - i)
5(t—t0) TF e—i2nft0

e Théoréme de Plancherel

(convolution) x(t)=*y(t) I

|

X(f).Y(f) (multiplication)

(multiplication) x(f).p(f) ——s X(f)*Y(f) (convolution)

¢ Formule d’Euler

(eier e—ix)
cos(x) = >
. (eix_ e—ix)
sin(x) = -—;

* Nombre complexe
Tout nombre complexe peut s’écrire sous la forme : z =a+ib ou <a > et< b > sont
des nombres réels et le nombre imaginaire est noté < i » tel que i> = —1.

Module : |z| = \/Re(z)2 + Im(z)2 = Va2 + b?;
Argument : arg(z) = arctan(b/a).

B & oo 5M(z)

arg(2)

(0] a

Forme exponentielle : z = re’? ot |z| = 7, arg(z) = arg(reie) =0 ‘
Propriétés utiles en calcul : arg(z,z,) = arg(z;) + arg(z,); e'1e'92 = ¢i(61+02)
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W Exercice 1

Soit le signal x(¢) défini par :

x(t) =sin(31,42t+0,4)
1. Ce signal est-il d’énergie ou de puissance finie?
2. Quelle est la fréquence f; du signal x(t)?

3. Quelle est la valeur du parametre f;, permettant de mettre x(¢) sous la forme
X(t) = sin(27zf1(t - to))?

4. Quelle est I’expression du spectre d’amplitude (module) de x(¢)? Le représenter

5. Quelle est ’expression du spectre de phase (argument) de x(¢)? Le représenter

Réponse Q1 :

Le signal x(¢) est un signal périodique, il est par définition d’énergie infinie et de
puissance finie.

+00
E = J Ix(t)]>dt — oo
—00
. 1 l/2 signal périodique +T/2
P = lim —j x()Pde 2P —f ()2dt
To+oo T ) _1/p T/2

Réponse Q2:
2nfy=31,42 > fi=322~5Hz

Réponse Q3:

Par identification : x(t) =sin(31,42t+0,4) — sin(27fi(t —tg)

31,42t +0,4 = 27'(f1(t+2nf) 27'cf1(t—(—f)) 27 f, (£ —to)

04 _ -04 _
= =555 = 25 = —0,013's
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Réponses Q4-Q5:
Calcul du spectre X(f)

TF[x(t)]=X(f) = TF][sin(27fi(t—10))]

_ TF le—i2nf1 toe+i271f1t _

e+i27’(f0 to e—i27zf1 t
21

_ ;Xzii[e_iznfltob(f_fl)_e+i2nfltob(f+fl)]
X(f) _ _71[e_iznfltoé(f—fl)—e+i2nf1t05(f+f1)]

en posant et

X(f) = 5ol a(f - fr)+ el i2hin D54 £

X(f) = e/t 8)5(f - fi)+ el Do(f + )

Calcul du spectre d’amplitude (module) [X(f)|
X(F)l= 5 [8(F = fi)+ 3(f + Fi)l = 5 [3(f ~5)+ &(f +5)]

IX(F)!
4

. AMPLITUDE
2T A ToUTovLS
positive !
! i f
-5 0 +5 >

Calcul du spectre de phase (argument) arg(X(f))
arg(X() = (~2rfito=2)o(f = )+ (2fito+ 2 )o(f + f)
= —-1,176(f =5)+1,176(f +5)

arg(X(f))
4

»[ T+,7
+5
=S » f
ut]

JNiA 1seN

3/10



TD 3 2025-2026 AP3

Réponses Q4 - Q5 : Méthode alternative
sin(27(f1 (t - tO)) = sin(271f1 t) * 5(1’ - to)
Calcul du spectre X(f)

TF[x(t)] = X(f) = TEF[sin(27f;(t - t0))] = TE[sin(27f1)].TE[(t — to)]

_ TP le+i2ﬁf1t _ e—iZT(flt l e_jzntof
2i
= Dxm[e T S(f - fi) -2 5(f 4 )

X(f) = el s(f + fi)-e 2l o(f - fr)]
Utilisation de la propriété du Dirac :

X(f)o(f = fo) = X(fo)-6(f - fo)
X(f)o(f +fo) = X(=fo)-o(f + fo)

e_izm(’f.é(f—fl) = e i2mthy O(f = f1)

e—i2nt0f'5(f+f1) = e+i2nt0 5(f+f1)

i

e 5( 4 fi) - e 5(f - )

_ ékﬂmw.af+ﬁyf4”%.&f—ﬁﬂ

X(f)

. iz . iy
enposanti=e'2 et—1=¢€ "2

X(f) = [erORE(f 4 fy)+ e AT g(f - )

X(f) = 5B 5(f 4 fi) 4 S 2M0AE5(f - )
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e Exercice 2

Soit un signal continu x(t) en entrée de cette chaine de traitement :

Filtre passe —bas idéal

x(t) xs(t) — Xs(D) A

» »
» L

v

-12T 12T

3" 5(t - nT)

n=-—0

Ficure 1 — Représentation de la chaine de traitement du signal x(¢).

1. Donner l'expression de la transformée de Fourier du signal x(¢) en entrée du
filtre passe-bas en fonction de celle de x(¢).

2. On suppose que la transformée de Fourier de x(t) est :

X(®)

A

f

-B B

FiGUrEe 2 — Représentation de la transformée de Fourier du signal x(¢).

; o1 _ 1 1 .
Représenter X (f) dans les cas ou T = 15’ T = B et T = B et expliquer le

phénomeéne observé.

3. Pour les trois cas ci-dessus, représenter la transformée de Fourier du signal en
sortie du filtre passe-bas.

4. Pour quelle valeur maximale de T retrouve-t-on en sortie du filtre le signal X(f)?
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Réponse Q1 :
+00
x(t) = x(t)- ) S(t—nT)
n=—oo
+00
X(f) = TF|x(t)- ) &(t—nT)
+oo:_1oo "
= X(f)=* — _ =
(f) Zoo Ta( T)
1 +00 " 1
- Tﬂ:—ooX(f - 7) =  périodisation du spectre tous les F, = =

Réponse Q2:

T‘a—;—s XP)= b6 X (5 -n40) T’i'Ts XM= 28 Z_X (1 -n25) T-a—'E )= 82 X(}-n8)
TI>(sm| 1Lxs(;)| Ix.())
Sy F pinl T
0 ' _)3 0 [ 'ﬁ
L { L
LB 2B
T L >R 48 T=1 & F-28 T=L = fe=8B
LB 3 ' B
Fr&rm.uu de
,ufriod(so.h‘ou dows e aas , on observe un
l'u:ouvvamo\.’ sruh.P
Réponse Q3:
T CT= L T— %_
ke : 2R X
X5 Xs s
1 2 !
(/] 78 0 75 o

On loige (um ol - L o

done -28" ok 28 24

JWNip 1sEn

L
i

On ke Wu. whe -8B dg
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Réponse Q4 :
Il faut T < ﬁ pour retrouver en sortie le signal original.

F, 22 Fuu &  Critere de Shannon

avec F, : fréquence d’échantillonnage et F,,,, : fréquence maximale du signal.
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e Exercice 3

Soit le signal x(t) suivant :
x(t) = Ag+ Ay cos® (4T fyt + 2¢q)

ou A; est une constante réelle positive et Ay une constante réelle négative telle que
|Agl > Ay

1. Déterminer l'expression du spectre de x(t)

2. Quelle est ’expression du spectre d’amplitude (module)? Le représenter

3. Quelle est ’expression du spectre de phase (argument)? Le représenter

4. Déterminer de facon simple la puissance de x(t)

Réponse Q1 :

- 1+cos(2
Utilisation de : cosz(a) = ﬂozs( &

x(t) = Ag+A;cos’(4mfot+2¢0)
A
- A0+71[1+c0s(8nf0t+4(P0)]

Calculons d’abord :

1 , , . ,
— (+i2m4 fot+ideg) (—12m4 fot—idey)
TF[cos(8mfot +4¢y)] = TF [2 (e g V+e L U )]

_ Tp[l(e+2in4fote+i4<po+e—2in4f0te—i4<po)]

2
— +14(P() TF[ +21n4f0t]+ i TP[ —217‘(4fot]
e+l4(po —14 Po
= o(f —4fo)+ o(f +4fo)
A A
TF[A0+71 _ (A0+71)6(f)

Au final :

X(f)= (Ao + %)5(]()-1- %[6(}‘—4]‘0)@”4% +6(f+4f0)e—i4(po]'

Sachant que d’apres I’énoncé, A; est une constante réelle positive et Ay une
constante réelle négative telle que |Ay| > A;.
Nous pouvons en déduire que :

-(A0+%)<0 = |A0+7| A0+ )

-(A0+%)<0 = argRe<0)=n = ‘AO+%e1”
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« 450 = arg(Re>0)=0 = |[AL]el

et remplacer ces expressions dans 1’équation du spectre X(f) :

Al . o L
A0+71 e 5(f) + || efe iP5 (f —4f,) + Zl e!0e HP05(f + 4f;)

X(f)=

A0S (f + 4fo)

e!HHS(f —4fy) +

Réponse Q2:
Spectre d’amplitude (module) : [X(f)]

Ap+ A21'5(f)

+[ 5ot +4f)

(XAl =

SPECTRE ‘ X ( ; ) '
D’AMPLITUDE A
A‘ (A ot A’;'\

A

(I I S

iy 0 m

Réponse Q3:
Spectre de phase (argument) : arg(X(f)) = ¢(f)

arg(X(f)) = ¢(f) = mo(f)+4pod(f —4fo)=4poo(f +4fo)
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SPecTte 47 {g)

DE PHASE
("‘;)W"* ke xU) l' ‘f.

- 4 L,

-4,

Réponse Q4 :

Rappel de la forme générale d’un signal périodique :
s(t) =<s>+Acos(wt+ )

avec < s > la valeur moyenne (= composante continue du signal (X(f = 0))), A
I'amplitude maximale (distance entre la moyenne et le maximum), w = 27ntf la
pulsation, f la fréquence, ¢ la phase initiale.

Pour le signal de 1’exo 3 :

A A
x(t) = Ag + 71 + 7cos(znzlfot +4q)

avec

. A_21 : amplitude maximale

. (AO + %) : valeur moyenne = composante continue du signal (X(f = 0))

Définition générale de la puissance:

. 1 +1/2 signal périodique +T/2
P = lim —f |x(t)]>dt —J (1)Pdt = SZ
-T/2 T/2

Pour les signaux périodiques P = ng_f ou SeZff représente le carré de la valeur effi-
cace du signal et peut s’exprimer de la fagon suivante :

P=SZ

(&) << |
(%) —>
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